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Le cercle trigonométrique a la fonction sinus

Le cercle trigonométrique
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Du cercle trigonométrique a la fonction sinus

Propriétés visibles sur le cercle trigonométrique

Valeurs remarquables des angles :

0 | cos(0) | sin(B) | tan(6)
0 1 0 0
LI 1 V3
6 2 2 3
P V2 V2 1
4 2 2

‘
s | P | V8
z 0 1 —

Ona:
@ (cos(8))?+(sin(0))? =

)
@ sin(—0) = —sin(0) et cos( 8) = cos(8).
@ sin(6+2m) = sin(0).
@ sin(0+ %) =cos(8) et cos(x + ) = —sin(x).
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Du cercle trigonométrique a la fonction sinus

La fonction sinus

on peut donc définir une fonction sinus qui a un nombre réel associe son sinus.

sin R — R
x +—  sin(x)

Proposition
La fonction sinus est
@ impaire :Vx € R, sin(—x) = —sin(x) ;
@ périodique de période 21 : Vx € R, sin(x + 21) = sin(x) ;
© continue surR ;
Q dérivable et Vx € R, sin’(x) = cos(x).
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Du cercle trigonométrique a la fonction sinus

Reorésentation araphiaue

la fonction sinus
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Du cercle trigonométrique a la fonction sinus

Reorésentation araphiaue

la fonction sinus
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Du cercle trigonométrique a la fonction sinus

Reorésentation araphiaue

la fonction sinus
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Du cercle trigonométrique a la fonction sinus

La fonction cosinus

on peut également définir une fonction cosinus qui a un nombre réel associe
son cosinus.
cos R — R

x +— cos(x)

Proposition
En utilisant que cos(x) = sin(x + ) et que sin(x) = —cos(x + %) on obtient
que la fonction cosinus est

@ paire :Vx € R, cos(—x) = cos(x) ;

@ périodique de période 21 :Vx € R, cos(x +2r) = cos(x) ;

© continue surR;

Q cdérivable etVx € R, cos'(x) = —sin(x).
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Du cercle trigonométrique a la fonction sinus

Représentation graphique

la fonction cosinus

T T T T T T T T T T T T
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Du cercle trigonométrique a la fonction sinus
Représentation graphique

la fonction cosinus

T T T T
9 -8 -7 -6 5 -4 -
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Du cercle trigonométrique a la fonction sinus
Représentation graphique

la fonction cosinus
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Du cercle trigonométrique a la fonction sinus

Notion de bijection

Définition : Soit / et J deux intervalles. On dit qu’'une application f : | — J est
une bijection s’il existe une fonction g : J — [ telle que

Vx € 1,g9(f(x)) = x
Vy e J,f(g(y)) =y

Dans ce cas la fonction g est unique, s’appelle I'inverse de f et se note f~'. On
aalors Vx € I,Vy € J,

y=1(x) <= x=g(y)

Exemple

La fonction f : [0,3[— [0,9], x — x? est une bijection dont l'inverse est la
fonction .,/ [0,9[— [0,3][. Ainsi on a \/4 = 2 puisque 2° = 4.

Graphiquement, la représentation de l'inverse s’obtient en faisant la symétrie
par rapport a la droite y = x.
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Du cercle trigonométrique a la fonction sinus

Notion de biiection : un exemole

— y=x"2
- y=x
8 q[—— y=sart(x)
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Du cercle trigonométrique a la fonction sinus

La fonction Arcsinus
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Du cercle trigonométrique a la fonction sinus

La fonction Arcsinus

La fonction t — sin(t) est continue et strictement croissante sur [—n/2,1/2].
C’est donc une bijection de [—m/2,7/2] sur son image, qui est [—1,1].

E. Godelle (Univ. Caen, IUT Caen, Dépt. R& T) M 1205: Harmonisation des connaissances et des 2014 - 2015 11/58



Du cercle trigonométrique a la fonction sinus

La fonction Arcsinus

La fonction t — sin(t) est continue et strictement croissante sur [—n/2,1/2].
C’est donc une bijection de [—m/2,7/2] sur son image, qui est [—1,1].

De ce fait, la fonction t — sin(t) restreinte a [—m/2,1/2] possede une fonction
inverse

arcsin : [-1,1] — [-n/2,7/2].
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Du cercle trigonométrique a la fonction sinus
Propriété de la fonction Arcsinus
La fonction arcsin : [—1,1] — [-®/2,7/2] est continue sur [—1, 1], elle vérifie
que :
@ Vx € [—1,1], sin(arcsin(x)) = x;
@ Vx e [—m/2,m/2], arcsin(sin(x)) = x.
Q@ Vxe[-1,1],Vye[-n/2,1/2],

x =sin(y) <= y = arcsin(x)
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Du cercle trigonométrique a la fonction sinus
Propriété de la fonction Arcsinus
La fonction arcsin : [—1,1] — [-®/2,7/2] est continue sur [—1, 1], elle vérifie
que :
@ Vx € [—1,1], sin(arcsin(x)) = x;
@ Vx e [—m/2,m/2], arcsin(sin(x)) = x.
Q@ Vxe[-1,1],Vye[-n/2,1/2],

x =sin(y) <= y = arcsin(x)

Attention : arcsin(sin(m)) = 0 puisque sin(0) = 0 = sin(m).
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Du cercle trigonométrique a la fonction sinus
Propriété de la fonction Arcsinus
La fonction arcsin : [—1,1] — [-®/2,7/2] est continue sur [—1, 1], elle vérifie
que :
@ Vx € [—1,1], sin(arcsin(x)) = x;
@ Vx e [—m/2,m/2], arcsin(sin(x)) = x.
Q@ Vxe[-1,1],Vye[-n/2,1/2],

x =sin(y) <= y = arcsin(x)

Attention : arcsin(sin(m)) = 0 puisque sin(0) = 0 = sin(w). On a
arcsin(0) = 0; arcsin(1) = 1t/2; arcsin(1/2) = 1/6; arcsin(v/2/2) = 1t/4 et

arcsin(v/3/2) = /3.
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Du cercle trigonométrique a la fonction sinus
Propriété de la fonction Arcsinus
La fonction arcsin : [—1,1] — [-®/2,7/2] est continue sur [—1, 1], elle vérifie
que :

@ Vx € [—1,1], sin(arcsin(x)) = x;

@ Vx e [—m/2,m/2], arcsin(sin(x)) = x.

Q@ Vxe[-1,1],Vye[-n/2,1/2],

x =sin(y) <= y = arcsin(x)

Attention : arcsin(sin(m)) = 0 puisque sin(0) = 0 = sin(w). On a
arcsin(0) = 0; arcsin(1) = 1t/2; arcsin(1/2) = 1/6; arcsin(v/2/2) = 1t/4 et
arcsin(v/3/2) = /3.
De plus arcsin est dérivable sur | —1,1[. (on remarquera que l'intervalle est
ouvert) et

1
Vi—x2

arcsin’(x) =
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Du cercle trigonométrique a la fonction sinus
Propriété de la fonction Arcsinus
La fonction arcsin : [—1,1] — [-®/2,7/2] est continue sur [—1, 1], elle vérifie
que :

Q@ Vx € [—1,1], sin(arcsin(x)) = x;

@ Vx e [—m/2,m/2], arcsin(sin(x)) = x.

Q@ Vxe[-1,1],Vye[-n/2,1/2],

x =sin(y) <= y = arcsin(x)

Attention : arcsin(sin(m)) = 0 puisque sin(0) = 0 = sin(w). On a
arcsin(0) = 0; arcsin(1) = 1t/2; arcsin(1/2) = 1/6; arcsin(v/2/2) = 1t/4 et
arcsin(v/3/2) = /3.
De plus arcsin est dérivable sur | —1,1[. (on remarquera que l'intervalle est
ouvert) et

1
Vi—x?
Cette formule est une conséquence de la formule générale de dérivation d’'une

fonction inverse et de la relation (cos(x))? + (sin(x))? = 1. La fonction arcsin
est donc strictement croissante.

arcsin’(x) =
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Du cercle trigonométrique a la fonction sinus
La fonction Arcsinus : représentation graphique

la fonction Arcsinus
1.6 4

1.4 A
1.2

14
0.8
0.6
0.4
0.2

-15 -1 -0.5 0.5 1 1.5

-0.4
-0.6
-0.8

1.2

1.4

1.6

E. Godelle (Univ. Caen, IUT Caen, Dépt. R& T) M 1205: Harmonisation des connaissances et des



Du cercle trigonométrique a la fonction sinus
La fonction Arcsinus : représentation graphique

la fonction Arcsinus
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Du cercle trigonométrique a la fonction sinus
La fonction Arcsinus : représentation graphique

la fonction Arcsinus
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Du cercle trigonométrique a la fonction sinus
La fonction Arcsinus : représentation graphique

la fonction Arcsinus
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Du cercle trigonométrique a la fonction sinus

Une autre fonction : la fonction sinus cardinal

sinc: R — R
sin(x)
X

six=#0
1 six=0

X = sinc(x):{

La fonction sinc est continue et dérivable. Elle apparait dans I'étude de
nombreux domaines de la physique.
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Les autres fonctions classiques

La fonction tangente : définition et propriétés
Ona

cos(x) =0 <= x=m/2+k xmavec k € Z
On peut donc définir la fonction tangente ainsi :

tan: Dan=R\{n/2+kxmaveckeZ} — R

X — tan(x) = 3000

cos(x)

Des propriétés vues ci-dessus pour les fonctions cos et sin on déduit que :

Proposition
La fonction tan est :

@ impaire : Vx € D, tan(—x) = —tan(x) ; en effet

tan(—x) = Cs;’;((j’;)) = _Cj’s’E(XX)) = —tan(x).

@ périodique de période Tt : Vx € D, tan(x + ) = tan(x) ; en effet

tan(x + ) = :C'J’;(();f;)) = __Z’)’;((’;)) = tan(x).

@ continue sur Dy, ;
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Les autres fonctions classiques

La fonction tangente : définition et propriétés (suite)

Proposition
La fonction tan est dérivable etV x € Dy,

1
/ -1 2 _
tan’(x) =1+ (tan(x)) (cos))?
En effet : ,
; 2
tan’(x) _ (sg;(())(())) _ cos(x)xcosgcgs(?;l)(x)( sin(x)) _ (cos()((ggs—(&;()s)lg(x))

1 (cos(x)? | (sin(x))® _

sin(x)

(cos(x))? = (cos(x))? + (cos(x))? =1+ (cos(x)) =1+ (tan(x)) :
On en déduit que la fonction tan est strictement croissante sur | — pi/2, pi/2].
Rappel : (&) = “54 vouv,

1
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Les autres fonctions classiques

La fonction tangente : représentation

la fonction y = tan(x)
10 4

-8

~10

DA

u]

]
I
w

i
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Les autres fonctions classiques

La fonction tangente : représentation

la fonction y = tan(x)
10 4

— Xx=-pil2
— x=pi2
—— y=tan(x)

-8

~10
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Les autres fonctions classiques

La fonction tangente : représentation

la fonction y = tan(x)
10 4

in
— Xx=-pil2
— x=pi2

—— y=tan(x)

-8

~10
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Les autres fonctions classiques

La fonction Arc-tangente : definition et propriétés

La fonction t — tan(t) est continue et strictement croissante sur | — /2, 7/2].
C’est donc une bijection de | — /2, t/2[ sur son image, qui est R.
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Les autres fonctions classiques
La fonction Arc-tangente : definition et propriétés
La fonction t — tan(t) est continue et strictement croissante sur | — /2, 7/2].
C’est donc une bijection de | — /2, 7t/2[ sur son image, qui est R.
De ce fait, la fonction t — tan(t) restreinte a | — /2, 1t/2[ posséde une
fonction inverse
arctan: R =] —n/2,7/2].
La fonction arctan : R —] — /2, 1/2[ est continue et elle vérifie que :
@ Vx € R, tan(arctan(x)) = x;
Q Vx€]—n/2,n/2], arctan(tan(x)) = x;
Q@ VxeR,Vye]—n/2,m/2],

x =tan(y) <= y =tan(x)
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Les autres fonctions classiques
La fonction Arc-tangente : definition et propriétés
La fonction t — tan(t) est continue et strictement croissante sur | — /2, 7/2].
C’est donc une bijection de | — /2, 7t/2[ sur son image, qui est R.
De ce fait, la fonction t — tan(t) restreinte a | — /2, 1t/2[ posséde une
fonction inverse
arctan: R =] —n/2,7/2].
La fonction arctan : R —] — /2, 1/2[ est continue et elle vérifie que :
@ Vx € R, tan(arctan(x)) = x;
Q Vx€]—n/2,n/2], arctan(tan(x)) = x;
Q@ VxeR,Vye]—n/2,m/2],

x =tan(y) <= y =tan(x)
Attention : arctan(tan(m)) = 0 puisque tan(0) = 0 = tan(m).
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Les autres fonctions classiques

La fonction Arc-tangente : definition et propriétés

La fonction t — tan(t) est continue et strictement croissante sur | — /2, 7/2].

C’est donc une bijection de | — /2, 7t/2[ sur son image, qui est R.
De ce fait, la fonction t — tan(t) restreinte a | — /2, 1t/2[ posséde une
fonction inverse
arctan: R =] —n/2,7/2].
La fonction arctan : R —] — /2, 1/2[ est continue et elle vérifie que :
@ Vx € R, tan(arctan(x)) = x;
Q Vx€]—n/2,n/2], arctan(tan(x)) = x;
Q VxeR,Vye€]l-n/2,m/2],

x =tan(y) <= y =tan(x)

Attention : arctan(tan(m)) = 0 puisque tan(0) = 0 = tan(x). On a
arctan(0) = 0, arctan(1) = /4 et arctan(—1) = —pi /4 .
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Les autres fonctions classiques

La fonction Arc-tangente : definition et propriétés

La fonction t — tan(t) est continue et strictement croissante sur | — /2, 7/2].

C’est donc une bijection de | — /2, 7t/2[ sur son image, qui est R.
De ce fait, la fonction t — tan(t) restreinte a | — /2, 1t/2[ posséde une
fonction inverse
arctan: R =] —n/2,7/2].
La fonction arctan : R —] — /2, 1/2[ est continue et elle vérifie que :
@ Vx € R, tan(arctan(x)) = x;
Q Vx€]—n/2,n/2], arctan(tan(x)) = x;
Q VxeR,Vye€]l-n/2,m/2],

x =tan(y) <= y =tan(x)

Attention : arctan(tan(m)) = 0 puisque tan(0) = 0 = tan(x). On a
arctan(0) = 0, arctan(1) = /4 et arctan(—1) = —pi /4 .
De plus arctan est dérivable sur R et strictement croissante :

1
14X

arctan’(x)
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Les autres fonctions classiques

La fonction Arc-tangente : représentation

la fonction y = tan(x)
10 4

— Xx=-pil2
— x=pi2
—— y=tan(x)
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Les autres fonctions classiques

La fonction Arc-tangente : représentation

la fonction y = tan(x)

10 4
— X=-pil2
——— x=pil2 8
—— y=tan(x)
—_—y=X
6
4 4
2
o
T T T T T T T T T T T T
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Les autres fonctions classiques

La fonction Arc-tangente : représentation

la fonction y = Arctan(x)

10 4
— Xx=-pil2
——— x=pil2 8
—— y=tan(x)
—y=x
—— y=Arctan(x) 6
44
24
IE———e
o
T T T T T T T T T T T T
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2]
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Les autres fonctions classiques

La fonction Arc-tangente : représentation

la fonction y = Arctan(x)

10 4
— y=-pil2
—y=pi2 .
—— y=Arctan(x)
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Les autres fonctions classiques

Rappel sur la notion de primitive

Definition : Soit / un intervalle de R et f : I — R une application. Soit F: | - R
une autre application. On dit que F est une primitive de f si la fonction F est
dérivable sur / et que

Vx € 1,F'(x) = f(x)

Proposition
Toute fonction continue possede des primitives.

Proposition

Soit | un intervalle de R et f : | — R une application. SiF; : | - R etFo: | — R
sont deux primitives de f alors Fy et F> different d’une constante :

aC e R,VX € I, F2(X) = F1 (X) +C

Il existe C dans R tel que pour tous x dans I, on a F>(x) = F1(x)+ C

4
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Les autres fonctions classiques

Rappel sur la notion de primitive

Exemple

La primitive F telle que F(1) = —2 de la fonction f : x — f(x) = 3x2+2 est
I'application F(x) = x3+ 2x — 5. en effet. Si Fp(x) = x* + 2x alors

F}(x) = f(x) donc il existe une constante C telle que F(x) = F»(x)+ C. On
veut —2 = F,(1)+ C =3+ C. Donc C = —5.
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Les autres fonctions classiques

Rappel sur la notion de primitive

Exemple

La primitive F telle que F(1) = —2 de la fonction f : x — f(x) = 3x2+2 est
I'application F(x) = x3 +2x — 5. en effet. Si Fp(x) = x® + 2x alors

F}(x) = f(x) donc il existe une constante C telle que F(x) = F»(x)+ C. On
veut —2 = F,(1)+ C =3+ C. Donc C = —5.

Une conséquence est la proposition suivante :

Proposition

Soit I un intervalle de R et f : | — R une application qui possede des
primitives. Soit a dans | et b dans R. Alors I'application f possede une unique
primitive F qui vérifie F(a) = b.
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Les autres fonctions classiques

Rappel sur la notion de primitive

Exemple

La primitive F telle que F(1) = —2 de la fonction f : x — f(x) = 3x2+2 est
I'application F(x) = x3+ 2x — 5. en effet. Si Fp(x) = x* + 2x alors

F}(x) = f(x) donc il existe une constante C telle que F(x) = F»(x)+ C. On
veut —2 = F,(1)+ C =3+ C. Donc C = —5.

Une conséquence est la proposition suivante :
Proposition

Soit I un intervalle de R et f : | — R une application qui possede des
primitives. Soit a dans | et b dans R. Alors I'application f possede une unique
primitive F qui vérifie F(a) = b.

Exemple

Lunique primitive F sur R de la fonction t — e~ qui vérifie F(0) = 0 est la
fonction F(t) = [} f(u)du.

v
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Les autres fonctions classiques

La fonction logarithme neperien : definition

Fait : la fonction t — 17 est continue sur R™*. Elle posséde donc des primitives.
Definition : On appelle logarithme neperien 'unique primitive sur R** de la
fonction t — 17 qui vaut 0 en 1. On la note Ln. Cette fonction est donc
cacatérisée par les deux propriétés

’
Ln(1) =0etVx € R™* Ln/(x) = =

On a donc pour tout x dans R**,

X 1
Ln(x) = , l—Jdu
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Les autres fonctions classiques

La fonction logarithme neperien : propriété

Proposition

@ La fonction Ln est strictement croissante sur R™ puisque Ln'(x) = + > 0.

1
X
@ La fonction Ln est continue sur R™ puisque dérivable.
@ Pour tout a, b dans R** on a Ln(ab) = Ln(a) + Ln(b).

@ Pour tout nombre réel strictement positif a on a Ln(a") = nx Ln(a)

Prouvons I'avant-dernier résultat (le dernier en est une conséquence facile) :

Soit a, b dans R™* et considerons I'application F, définie par Fa(x) = Lb(ax).

Alors I'application F, est dérivable et Fj(x) = 2 = 1. Donc il existe C tel que

Vx € R, on a Fa(x) = C+ Ln(x). Par conséquent,
Fs(1) = Ln(a) = Ln(1) + C = C. Donc pour x = b, Ln(ab) = Ln(a) + Ln(b).
O Rappel : (uov)(x) = u(v(x)) et (uov)'(x) = d(v(x))V'(x).
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Les autres fonctions classiques

La fonction logarithme neperien : représentation

14
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Les autres fonctions classiques

La fonction logarithme décimal : definition et propriétés

Definition : On appelle logarithme décimal La fonction Log définie sur R** par

Ln(x)
Ln(10)

Log(x) =

@ Elle est donc continue, strictement croissante ;
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Les autres fonctions classiques

La fonction logarithme décimal : definition et propriétés

Definition : On appelle logarithme décimal La fonction Log définie sur R** par

Ln(x)
Ln(10)

Log(x) =

@ Elle est donc continue, strictement croissante ;

@ dérivable, avec Log’(x) pour tout x dans R™*;

-1
~ Ln(10)xx
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Les autres fonctions classiques

La fonction logarithme décimal : definition et propriétés

Definition : On appelle logarithme décimal La fonction Log définie sur R** par

_Ln(x)
Log(x) = 1o0)

@ Elle est donc continue, strictement croissante ;

@ dérivable, avec Log’(x) pour tout x dans R™*;

_ 1
~ Ln(10)xx
@ Pour tout a, b dans R™* on a Log(ab) = Log(a) + Log(b).
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Les autres fonctions classiques

La fonction logarithme décimal : definition et propriétés

Definition : On appelle logarithme décimal La fonction Log définie sur R** par

_Ln(x)
Log(x) = 1o0)

@ Elle est donc continue, strictement croissante ;

@ dérivable, avec Log’(x) pour tout x dans R™*;

_ 1
~ Ln(10)xx
@ Pour tout a, b dans R™* on a Log(ab) = Log(a) + Log(b).

@ Pour tout nombre réel strictement positif aon a Log(a") = n x Log(a) ;
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Les autres fonctions classiques

La fonction logarithme décimal : definition et propriétés

Definition : On appelle logarithme décimal La fonction Log définie sur R** par

_ Ln(x)
Log(x) = 1o0)

@ Elle est donc continue, strictement croissante ;

@ dérivable, avec Log’(x) pour tout x dans R™*;

_ 1
~ Ln(10)xx
@ Pour tout a, b dans R™ on a Log(ab) = Log(a) + Log(b).

@ Pour tout nombre réel strictement positif aon a Log(a") = nx Log(a);

© Pour tout entier positif Log(10”) = n.
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Les autres fonctions classiques

La fonction logarithme décimal : représentation

6
—— y=Loglx)

5

T T T T T T T T T 1
-6 -4 -2 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20 22 24 26 28 30

-2
-3
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-5

-6
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Les autres fonctions classiques

La fonction exponentielle : definition et propriétés

La fonction t — Ln(t) est continue et strictement croissante sur R**. C’est
donc une bijection de R™ sur son image, qui est R.
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Les autres fonctions classiques

La fonction exponentielle : definition et propriétés

La fonction t — Ln(t) est continue et strictement croissante sur R**. C’est
donc une bijection de R™ sur son image, qui est R.

De ce fait, la fonction t — In(t) possede une fonction inverse

Exp:R —R™*

Cette fonction s’appelle la fonction exponentielle. Elle vérifie :
Q Vx e R™, Exp(Ln(x)) = x;
Q@ VxeR, Ln(Exp(x)) = x;
Q VxeR,Vy e R,

x = Ln(y) <= y = Exp(x)
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Les autres fonctions classiques

La fonction exponentielle : definition et propriétés

La fonction t — Ln(t) est continue et strictement croissante sur R, C’est
donc une bijection de R™ sur son image, qui est R.

De ce fait, la fonction t — In(t) possede une fonction inverse

Exp:R —R™*

Cette fonction s’appelle la fonction exponentielle. Elle vérifie :
Q Vx e R™, Exp(Ln(x)) = x;
Q@ VxeR, Ln(Exp(x)) = x;
Q VxeR,Vy e R,

x=Ln(y) <= y = Exp(x)

On a Exp(0) = 1 puisque Ln(1) = 0.
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Les autres fonctions classiques

La fonction exponentielle : definition et propriétés

La fonction t — Ln(t) est continue et strictement croissante sur R, C’est
donc une bijection de R™ sur son image, qui est R.

De ce fait, la fonction t — In(t) possede une fonction inverse

Exp:R —R™*

Cette fonction s’appelle la fonction exponentielle. Elle vérifie :
Q Vx e R™, Exp(Ln(x)) = x;
Q@ VxeR, Ln(Exp(x)) = x;
Q VxeR,Vy e R,

x=Ln(y) <= y = Exp(x)

On a Exp(0) = 1 puisque Ln(1) = 0.
De plus Exp est continue et dérivable sur R et

Exp'(x) = Exp(x).
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Les autres fonctions classiques

La fonction exponentielle : definition et propriétés

La fonction t — Ln(t) est continue et strictement croissante sur R, C’est
donc une bijection de R™ sur son image, qui est R.

De ce fait, la fonction t — In(t) possede une fonction inverse

Exp:R —R™*

Cette fonction s’appelle la fonction exponentielle. Elle vérifie :
Q Vx e R™, Exp(Ln(x)) = x;
Q@ VxeR, Ln(Exp(x)) = x;
Q VxeR,Vy e R,

x=Ln(y) <= y = Exp(x)

On a Exp(0) = 1 puisque Ln(1) = 0.
De plus Exp est continue et dérivable sur R et

Exp'(x) = Exp(x).

La fonction Exp est donc strictement croissante.
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Les autres fonctions classiques

La fonction exponentielle : représentation
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Les autres fonctions classiques

La fonction exponentielle : représentation

—— y=Ln(x)
—y=x 5
— Y =exp(x)
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Les autres fonctions classiques

La fonction exponentielle : définition et propriétés

On a de plus
@ pour tous nombres aet b, on a

Exp(a+ b) = Exp(a)Exp(b)

@ pour tout nombre a et tout entier relatif n, on a

Exp(na) = (Exp(a))”
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Les autres fonctions classiques

La fonction exponentielle : définition et propriétés

On a de plus
@ pour tous nombres aet b, on a

Exp(a+ b) = Exp(a)Exp(b)
@ pour tout nombre a et tout entier relatif n, on a
Exp(na) = (Exp(a))"
De ce qui précede il découle que si n est un entier et a un nombre réel alors
Exp(nx Ln(a)) = Exp(Ln(a")) = a".

Définition : Soit a un nombre réel strictement positif et b un nombre réel
quelconque. On pose

a® = Exp(b x Ln(a))
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Les autres fonctions classiques

La fonction exponentielle : définition et propriétés

On peut voir facilement que les propriétés suivantes sont vérifées pour a, ¢ des
nombres réels strictement positifs et b, d des nombres réels quelconques :

aPa” = g et &’ x a = "M
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Les autres fonctions classiques

La fonction exponentielle : définition et propriétés

On peut voir facilement que les propriétés suivantes sont vérifées pour a, ¢ des
nombres réels strictement positifs et b, d des nombres réels quelconques :

aPa” = g et &’ x a = "M

Enfin, Ln étant strictement croissant, il existe un unique nombre réel positif,
noté e, vérifiant Ln(e) = 1. Avec la notation précédente, on a alors

Vx € R, Exp(x) = &
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Fonctions harmoniques

Terminologie

Definition : On appelle fonction harmonique toute fonction ( tout signal) de la
forme S: R — R de la forme S(t) = Asin(wt+ ¢) avec A> 0 et ® > 0.

@ Le nombre A s’appelle 'amplitude de S.
@ Le nombre m s’appelle la pulsation de S.
© Le nombre ¢ s'appelle la phase de S. Celui n’est défini qu’a 2pi pres.

© Le nombre f= 2%. s’appelle la fréquence de S.

Proposition
Le signal S(t) = Asin(mt + 0) est périodique et la période de S est

1 2pi
T:—:ﬂ
f (0]
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Fonctions harmoniques
Représentation graphique

La fonction harmonique S(t) = Asin(®t+ ¢)

gle
|
[R=3
+
N
18
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Fonctions harmoniques

Exemple 1

L. WS S B S S B
1 2\U34 5\6v7 819

La fonction harmonique S(t) = 2sin(2t — %) Ona:

A=2,0=20=—CetT=2L=m
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Fonctions harmoniques
Exemple 2

La fonction harmonique S(t) = sin(3t+2). Ona:
A=1,0=10=CetT=4n
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Fonctions harmoniques
Exemple 3

cos(mt) = sin(wt + '%)

—— y-snx) 1.2
—— y=cos(x)
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Fonctions harmoniques
Exemple 4

—cos(mt) = sin(wt — %)

——TY 1.2 -
——— y=-cos(x)

14

0.8 4

0.6 4

0.4 -

0.2 4
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Fonctions harmoniques
Exemple 5

—sin(ot) = sin(wt + )

-1.24
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Fonctions harmoniques

Décalage dans le temps : Avance/Retard

On peut vouloir comparer le décalage dans le temps entre plusieurs signaux
harmoniques de méme pulsation.

Pour cela il faut fixer une convention pour comparer les phases sur une période
de largeur 27.

Dans ce cours, par convention pour comparer plusieurs signaux, on placera
toutes les phases dans | — pi, pi].
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Fonctions harmoniques

Décalage dans le temps : Avance/Retard

On peut vouloir comparer le décalage dans le temps entre plusieurs signaux
harmoniques de méme pulsation.
Pour cela il faut fixer une convention pour comparer les phases sur une période
de largeur 27.
Dans ce cours, par convention pour comparer plusieurs signaux, on placera
toutes les phases dans | — pi, pi].
Supposons que I'on a deux signaux Si(t) = A sin(®t+ ¢1) et
So(t) = Azxsin(mat + ¢2). On dira que

@ S esten avance sur Sy si ¢1 — ¢» > 0. Le nombre ¢ — 02 s’appelle alors

'avance de phase de ¢1 sur ¢o.
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Fonctions harmoniques

Décalage dans le temps : Avance/Retard

On peut vouloir comparer le décalage dans le temps entre plusieurs signaux
harmoniques de méme pulsation.

Pour cela il faut fixer une convention pour comparer les phases sur une période
de largeur 27.

Dans ce cours, par convention pour comparer plusieurs signaux, on placera
toutes les phases dans | — pi, pi].

Supposons que I'on a deux signaux Si(t) = A sin(®t+ ¢1) et

So(t) = Azxsin(mat + ¢2). On dira que

@ S estenavance sur S, si ¢1 — 02 > 0. Le nombre ¢ — ¢» s’appelle alors
'avance de phase de ¢1 sur ¢o.

@ S estenretard sur Sy si 01 — ¢ < 0. € nombre ¢ — O s’appelle alors le
retard de phase de ¢1 sur ¢».
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Fonctions harmoniques

Décalage dans le temps : Avance/Retard

On peut vouloir comparer le décalage dans le temps entre plusieurs signaux
harmoniques de méme pulsation.
Pour cela il faut fixer une convention pour comparer les phases sur une période
de largeur 27.
Dans ce cours, par convention pour comparer plusieurs signaux, on placera
toutes les phases dans | — pi, pi].
Supposons que I'on a deux signaux Si(t) = A sin(®t+ ¢1) et
So(t) = Azxsin(mat + ¢2). On dira que

@ S esten avance sur Sy si ¢1 — ¢» > 0. Le nombre ¢ — 02 s’appelle alors

'avance de phase de ¢1 sur ¢o.

@ S estenretard sur Sy si 01 — ¢ < 0. € nombre ¢ — O s’appelle alors le
retard de phase de ¢1 sur ¢».

© S esten phase avec S si 01 = 05.
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Fonctions harmoniques

Décalage dans le temps : exemple

@ Lafonction Sy : t — sin(t) a un retard de phase de %’ sur la fonction
S it cos(t) = sin(t+pi/2) car ¢y —¢p. =0—5 = -5 <o0.

@ Lafonction S; : t — sin(t) a une avance de phase de % sur la fonction
Sy i t— —cos(t) = sin(t—pi/2) car 1 —9p =0—(—5) =5 > 0.
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Fonctions harmoniques

Changement d’échelle Dilatation/Compression

Definition Soit S : R — R une fonction. Soit ® un nombre positif non nul et
différent de 1. soit S, : R — R définie par

So(t) = S(ot)

@ Si o> 1ondit que Sy est une compression de S et ® s’appelle le facteur
de compression.

@ Si w < 1ondit que Sy est une dilatation de S et w s’appelle le facteur de
dilatation.

Proposition

Soit S : R — R une fonction périodique de période T alors S, est une fonction
périodique de période L
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Fonctions harmoniques

Changement d’échelle Dilatation/Compression

Definition Soit S : R — R une fonction. Soit ® un nombre positif non nul et
différent de 1. soit S, : R — R définie par

So(t) = S(ot)

@ Si o> 1ondit que Sy est une compression de S et ® s’appelle le facteur
de compression.

@ Si w < 1ondit que Sy est une dilatation de S et w s’appelle le facteur de
dilatation.

Proposition

Soit S : R — R une fonction périodique de période T alors S, est une fonction
périodique de période L

Remarque

Si® > 1 alors S, oscille plus vite que S, mais si ® < 1 alors S, oscille moins
vite que S.

v
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Fonctions harmoniques
Changement d’échelle : exemple

14
0.8
0.6
0.4 A
0.2

1.2

E. Godelle (Univ. Caen, IUT Caen, Dépt. R& T) M 1205: Harmonisation des connaissances et des



Fonctions harmoniques
Changement d’échelle : exemple

0.8

0.6

0.4

0.2
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Fonctions harmoniques
Changement d’échelle : exemple

14
0.8
0.6
0.4 A
0.2

1.2

E. Godelle (Univ. Caen, IUT Caen, Dépt. R& T) M 1205: Harmonisation des connaissances et des



Fonctions harmoniques
Changement d’échelle : exemple

0.8

0.6

0.4

0.2
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Fonctions harmoniques
Fonctions pseudo-harmoniques
Définition On appelle fonction pseudo-harmonique toute fonction S: R — R de
la forme

S(t) = g(t)sin(ot +¢)
ou g : R — R est une fonction.
En général les fonctions g considérées tendent vers 0 a l'infini car ses
fonctions traduisent des phénoménes physiques d’amortissement (du type
phénomeéne dissipatif du a une résistance dans un circuit électronique)

Exemple (S(t) = sinc(t) = sin(t)/t avec g(t) = 1)

o
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Fonctions harmoniques

Fonctions pseudo-harmoniques : exemple

Exemple (S(t) = exp(—|t|)sin(t) avec g(t) = exp(—|t|))

E. Godelle (Univ. Caen, IUT Caen, Dépt. R& T) M 1205: Harmonisation des connaissances et des



Intégrales appliquées

Definition de I'intégrale, somme de Darboux

Notation : Soit [a, b] un intervalle. Soit f : [a,b] — R, x — f(x), une application
bornée (il existe m, M dans R tel que pour tout x dans [a, b] on a
m< f(x) <M).
@ On appelle subdivision de [a, b] toute suite finie A = (ag, ay, ..., ax) telle
que ag = aetay=baveca < a1 < ... < a.
Q Si A =(ap,ay,...,a) est une subdivision de [a, b]. On appelle pas de &
le nombre max{| ai1—aj|; i €0<i<k—1}.
Q Si A= (ap,a,...,a) est une subdivision de [a, b]. Posons
M; = sup{f(x) | x € [aj, ai+1]}. On appelle somme de Darboux
supérieure associée a f le nombre Da(f) = Y5} Mi(air1 — )
@ Si A= (ap,a,...,a) est une subdivision de [a, b]. Posons
m; = inf{f(x) | x € [aj,ai+1]}. On appelle somme de Darboux inférieure
associée a f le nombre da(f) = ZL_J mj(aj+1 — aj)

@ Si A= (ap,ay,...,a) est une subdivision de [a, b], alors da (f) < Da(f)
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Intégrales appliquées

Definition de l'intégrale

Définition Soit [a, b] un intervalle. Soit f : [a,b] — R, x — f(x), une application
bornée. On dit que f est intégrable si

inf{da(f) | A subdivision de [a,b]} = sup{Da(f) | A subdivision de [a, b]}

Dans ce cas, ce nombre s’appelle l'intégrale de f entre a et b et se note

/abf(t)dt
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Intégrales appliquées

Definition de l'intégrale

Définition Soit [a, b] un intervalle. Soit f : [a,b] — R, x — f(x), une application
bornée. On dit que f est intégrable si

inf{da(f) | A subdivision de [a,b]} = sup{Da(f) | A subdivision de [a, b]}

Dans ce cas, ce nombre s’appelle l'intégrale de f entre a et b et se note

/abf(t)dt

Exemple

Toute fonction continue sur un intervalle [a,b] est intégrable sur cet intervalle. J

E. Godelle (Univ. Caen, IUT Caen, Dépt. R& T) M 1205: Harmonisation des connaissances et des 2014 - 2015 45/58



Intégrales appliquées
Definition de l'intégrale
Définition Soit [a, b] un intervalle. Soit f : [a,b] — R, x — f(x), une application
bornée. On dit que f est intégrable si
inf{da(f) | A subdivision de [a,b]} = sup{Da(f) | A subdivision de [a, b]}

Dans ce cas, ce nombre s’appelle l'intégrale de f entre a et b et se note

/abf(t)dt

Exemple
Toute fonction continue sur un intervalle [a,b] est intégrable sur cet intervalle.

4

Exemple

Soit f : [a,b] — R définie par f(t) = 0 si t est dans Q et f(t) = 1 sinon. Alors
pour toute subdivision A, on a da(f) = 0 et Da(f) = 1. Donc f n’est pas
intégrable.

v
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Intégrales appliquées

Lien avec les primitives

Notation : Soit [a, b] un intervalle. Soit F : [a,b] — R, x — F(x), une
application. On pose

[F(x))3 = F(b) - F(a).

Exemple
[sin(£)]¢ = sin(Z) —sin(0) =1—0=1 J
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Intégrales appliquées

Lien avec les primitives

Notation : Soit [a, b] un intervalle. Soit F : [a,b] — R, x — F(x), une
application. On pose

[F(x)]5 = F(b) - F(a).
Exemple

[sin(£)]¢ = sin(Z) —sin(0) =1—0=1

Proposition
Soit [a, b] un intervalle. Soit f : [a,b] — R une fonction intégrable.

@ Soit F : [a,b] — R une fonction dérivable sur [a, b] telle que F'(x) = f(x)
pour tout x dans [a, b]. Alors [’ f(t)at = [F(1)]%
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Intégrales appliquées

Lien avec les primitives

Notation : Soit [a, b] un intervalle. Soit F : [a,b] — R, x — F(x), une
application. On pose

[F(x)]5 = F(b) - F(a).
Exemple

[sin(£)]¢ = sin(Z) —sin(0) =1—0=1

Proposition
Soit [a, b] un intervalle. Soit f : [a,b] — R une fonction intégrable.
@ Soit F : [a,b] — R une fonction dérivable sur [a, b] telle que F'(x) = f(x)
pour tout x dans [a, b]. Alors [ f(t)dt = [F(1)]5
@ Soit c dans [a, b]. Lapplication F : [a,b] — R définie par
Fo(x) = [ f(t)at est dérivable sur [a, b] est pour tout x on a F}(x) = f(x).

4
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Intégrales appliquées

Lien avec les primitives : exemples

Exemple

/1 : %dt — () = In(2) - In(1) = In(2)
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Intégrales appliquées

Lien avec les primitives : exemples

Exemple

/1 i %dt — () = In(2) = In(1) = In(2)

Exemple

2
Jo Jat=?

Ona(ﬁ)l 2\/t27><(2t)

t2+1 ’
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Intégrales appliquées

Lien avec les primitives : exemples

Exemple

/1 i %dt — () = In(2) = In(1) = In(2)

Exemple

2 t 2
Jo et ="

Ona (\/m)/:

t

1 _
W X (2t) = Ve Donc

2 t 2 2 _ _
|, v e =5
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Intégrales appliquées

Linéarité

Proposition

Soit [a, b] un intervalle. Soit f : [a,b] — R et g : [a,b] — R deux fonctions
intégrables sur [a, b]. Soit o, B deux nombres réels, alors la fonction
x — af(x) + Pg(x) est intégrable sur [a,b] et on a

/abocf(X) +Bg(x)dx = a/ab f(x)ax + B/abg(x)dx
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Intégrales appliquées

Linéarité

Proposition

Soit [a, b] un intervalle. Soit f : [a,b] — R et g : [a,b] — R deux fonctions
intégrables sur [a, b]. Soit o, B deux nombres réels, alors la fonction
x — af(x) + Pg(x) est intégrable sur [a,b] et on a

/abocf(X) +Bg(x)dx = a/ab f(x)ax + B/abg(x)dx

Exemple

T T T
/ 61+ 2sin(t)dt = s/ 2tdt—|—2/ sin(t)dt = 3 x [£2]5 +2 x [ cos(t)]f =
0 0 0

3 x (m? — 0%) 42 x (—cos(m) — (—cos(0)) = 3n? +4. |
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Intégrales appliquées

Relation de Chasles

Proposition

Soit [a, b] un intervalle. Soit f : [a, b] — R une fonction intégrable. Soit ¢ dans
[a,b]. Alors f est intégrable sur [a, c] et sur [b,c] eton a

/abf(t)dt: /:f(t)dt—i—/cbf(t)dt
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Intégrales appliquées

Relation de Chasles

Proposition

Soit [a, b] un intervalle. Soit f : [a,b] — R une fonction intégrable. Soit ¢ dans
[a,b]. Alors f est intégrable sur [a, c] et sur [b,c] eton a

(Lb«nm:iécnnm+1£b«nm

Exemple

1 0 1
/|um:/|um+/|um:
—1 —1 0
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Intégrales appliquées

Relation de Chasles

Proposition

Soit [a, b] un intervalle. Soit f : [a,b] — R une fonction intégrable. Soit ¢ dans
[a,b]. Alors f est intégrable sur [a, c] et sur [b,c] eton a

lLbanm:iLanm+1£b«nm

Exemple

1 0 1
/|um:/|um+/|um:
—1 —1 0

0 1 1 1
/ _tdt+/ tat = [__tz]% o [—tz]g) =1
1 0 2 2

v
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Intégrales appliquées

Valeur moyenne et valeur efficace

Definition Soit S: R — R une fonction périodique de période T et intégrable
sur tout intervalle.

@ On appelle valeur moyenne de S le nombre

Vinoy(S) = lT /0 "s(t)at

@ On appelle valeur efficace de S le nombre

Vor(S —,/—/ S2(t)dt

© le carré de la valeur efficace s’appelle le puissance du signal.
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Intégrales appliqués

Valeur moyenne et valeur efficace : exemple

Soit S: R — R, t+> sin(t). La période de S est 2.

Vinoy (sin(t)) = 21—“ /o * sin(t)dt = [—;—ncos(t)]g" —o.
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Intégrales appliqués

Valeur moyenne et valeur efficace : exemple

Soit S: R — R, t+> sin(t). La période de S est 2.

Vinoy (sin(t)) = 21—“ /o * sin(t)dt = [—;—ncos(t)]gn —o.

Var(sin(t)) = \/21—Jt /Ozn(sin(t))2dt: \/21_7: /Ozn(“c‘z)ﬂ)dt _

sin(2t)., 1 2n 1
\/275[5_—0 _\/E 25
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Intégrales appliquées

Valeur moyenne et valeur efficace : propriétés

Soit S: R — R une fonction périodique de période T et intégrable sur tout
intervalle. Pour tout réel a et tout entier k strictement positif, on a

1 a+kT
Vinoy(S) = ﬁ/a S(t)dt

1 a+kT
Veff(s) = ﬁ/ Sz(t)dt
a

Exemple

Vinoy(sin(t)) = o [Z™sin(t)dt = 5= |7 sin(t)dt = g—nf\‘//;*e“sin(t)dt
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Fonctions causales

Definition On appelle fonction causale, toute fonction f : R — R telle que
f(x)=0six <0etf(0)#0.
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Fonctions causales

Definition On appelle fonction causale, toute fonction f : R — R telle que
f(x)=0six <0etf(0)#0.

Exemple

La fonction causale échelon unité est la fonction définie par f : R — R telle que
f(x)=0six <0etf(x)#1six>0.
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Fonctions causales

Exemple

Soit a un nombre réel strictement positif. La fonction causale rampe de pente a
est la fonction définie par f : RTR telle que f(x) = 0 six < 0 et f(x) # ax si
x> 0.
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Fonctions particulieres
La fonction triangle :

La fonction rectangle :
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Fonctions particulieres

La fonction créneau : :

L s s o5 1 15 7 25 3 95 4 a5 8
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Intégrales appliquées

Intégrale des fonctions a valeurs complexes

Definition Soit f : [a, b] — C une application. Notons f; : [a,b] — R et

% : [a,b] — R les uniques applications telles que f(x) = fi(x) + if2(x) pour
tous x dans [a, b]. On dira que I'application f est intégrable lorsque f; et f, le
sont. Dans ce cas on pose

/: f(t)dt = /abf1(t)dt+i/: fo()at

Exemple
H z 2 oy LA
/ 2t + icos(t)dt  int 2tdlt + / cos(t)at = [2]5 +ilsin(0)§ = o +1
0 0
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Intégrales appliquées

Exponnentielle complexe
Proposition

pour tous nombre complexe o. non nul, la fonction t — exp(ait) est intégrable
sur tout intervalle [a, b] et on a

b 1
/a exp(at)dt = [ exp(at)];
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Intégrales appliquées

Exponnentielle complexe
Proposition

pour tous nombre complexe o. non nul, la fonction t — exp(ait) est intégrable
sur tout intervalle [a, b] et on a

b 1
/a exp(at)at = [ exp(at)];

Exemple

e(5+2i)t)]§ _

/z B2 — | '
0 5+2j

1
5+2i

(e%n"'ig —1) =

<e(5+2i)xg _ e((5+2i)><0)> _

1
5+2j

5_2. T 1 T T
= T —1) = 55 ((2e57 —5)+i(5e% +2)>

y
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